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TD 3 : Singularités et calcul d’intégrales

Dans toute la planche, on note Cr le cercle de centre 0 et de rayon r orienté dans
le sens trigonométrique.

Exercice 1.

Soit f(z) = 1
1−z2 + 1

3−z . Déterminer les développements de Laurent de f dans les
domaines D = D(0, 1), C1 = {z ∈ C/ 1 < |z| < 3} et C2 = {z ∈ C/ 3 < |z|}.

Exercice 2.

Soit f(z) = z
1+z+z2

.

1. Développer f en série entière au voisinage de 0.

2. Donner le développement en série de Laurent de f au voisinage de chacun des
pôles.

Exercice 3.

Soit f(z) = z2

z−sin z
. Trouver la partie principale du développement de Laurent de f

autour de 0. En déduire la valeur de lim
ε→0

∫
Cε f(z)dz.

Exercice 4.

Soit U un ouvert de C, a ∈ U et f holomorphe sur U \ {a}.
1. On suppose f = g/h, où g et h sont holomorphes dans U , g(a) 6= 0 et a est un

zéro simple de h. Montrer que Res(f, a) =
g(a)

h′(a)
.

2. On suppose f(z) = g(z)/(z − a)n, où g est holomorphe dans U , g(a) 6= 0 et

n ∈ N∗. Montrer que Res(f, a) =
g(n−1)(a)

(n− 1)!
.

3. Calculer les résidus aux pôles de f(z) = z2+z+1
z(z2+1)2

.

Exercice 5.

Calculer les résidus en 0 des fonctions suivantes :

z2 sin
1

z
,

z

sin2 z
,

z

(ez − 1)2
,

ez

z3 − z2
.
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Exercice 6.

Montrer que pour tout r > 0, Ck
n = 1

2πi

∫
Cr

(1+z)n

zk+1 dz. En déduire la valeur de∑+∞
n=0

1
7n
Cn

2n.

Exercice 7.

Soit U un ouvert de C contenant D(0, 1) et f holomorphe sur U . Calculer

I1 =

∫
C1

(
2 + z +

1

z

)
f(z)

z
dz et I2 =

∫
C1

(
2− z − 1

z

)
f(z)

z
dz.

En déduire la valeur de
∫ 2π

0
f(eiθ) cos2(θ/2)dθ et

∫ 2π

0
f(eiθ) sin2(θ/2)dθ.

Exercice 8.

Soit λ ∈ C∗ tel que |λ| 6= 1 et I =
∫ 2π

0
cos(nθ)

λ2−2λ cos θ+1
dθ.

1. Vérifier que I est bien définie.

2. On pose f(z) = zn

(z−λ)(z−1/λ)
. Exprimer I à l’aide de

∫
C1 f(z)dz.

3. En déduire la valeur de I.

Exercice 9.

A l’aide du théorème des résidus, calculer∫ +∞

−∞

x2

1 + x4
dx ,

∫ 2π

0

cos t

2 + cos t
dt ,

∫ 2π

0

dt

5 + 3 sin t
,

∫ +∞

0

lnx√
x(1 + x4)

dx.

Exercice 10.

Soit n ∈ N, n ≥ 2. En utilisant le chemin γR dont l’image est formée par le segment
[0;R], l’arc de cercle de centre 0 et de rayon R donné par 0 ≤ θ ≤ 2π/n et le segment
[0;Re2iπ/n], calculer In =

∫ +∞
0

dx
1+xn

.

Exercice 11.

Montrer que I =
∫ +∞

0
cos(x2)dx et J =

∫ +∞
0

sin(x2)dx sont bien définies. Calculer

I et J à l’aide de la fonction f : z 7→ e−z
2
.

Exercice 12.

Soit n ∈ N et α ∈ R tels que n > α + 1 > 0. Calculer
∫ +∞

0
xα

1+xn
dx.
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