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Dans toute la suite, D désignera le disque unité {z ∈ C : |z| < 1}.

1. On considère l’ensemble E des fonctions holomorphes f : D → C telles que |f(z)| < 1
pour tout z ∈ D et f(0) = 1

2
. Calculer supf∈E |f

′(0)|, et montrer qu’il est atteint
par un élément de E . Décrire le plus spécifiquement possible les éléments de E qui
maximisent |f ′(0)|.

2. Soit U un ouvert connexe qui contient un disque fermé D(a, r). Soit f : U → C une
fonction holomorphe telle que |f | est constante sur ∂D(a, r). Montrer que f a au
moins un zéro dans D.

Indication : pour un z0 ∈ D fixé, on pourra considérer la fonction g(z) = f(z)−f(z0).

3. Soit U un ouvert contenant 0, et f : U \ Z → C une fonction holomorphe, où
Z = {zn, n ∈ N} ∪ {0} et zn → 0 quand n → ∞. On suppose que f a un pôle en
chaque zn (noter que la singularité de f en 0 n’est alors pas isolée).

Montrer que f(U) est dense dans C. Indication : supposer, comme dans la preuve

du théorème de Casatori-Weierstrass que |f(z) − w| > δ et considérer la fonction

g(z) = 1/(f(z) − w).

4. On considère la fonction méromorphe f(z) =
eiπz2

sin πz
sur C. Calculer l’intégrale de f

sur le bord du parallélogramme de sommets ±Reiπ/4 ± 1
2

et en déduire

∫ +∞

−∞

e−x2

dx.

5. Soit U = C \ R−, sur lequel on note L la détermination du logarithme qui vérifie
L(1) = 0. Pour tout z ∈ C, on note u−z = e−zL(u).

Pour 0 < α < π/2 et r > 0, on considère le chemin γα,r défini par concaténation
des chemins t 7→ teiα, t ∈] −∞,−r] ; t 7→ reit, t ∈ [α − π, π − α] ; t 7→ tei(π−α),
t ∈ [r, +∞[.

(a) Montrer que l’intégrale

∫
γα,r

u−zeu du définit une fonction entière, notée Fα,r(z).

(b) Montrer que Fα,r ne dépend pas de α (0 < α < π/2), ni de de r > 0.

(c) Montrer que si Re(1 − z) > 0, alors Fα,r(z) = 2i sin(πz)

∫
∞

0

t−ze−t dt.

(d) En déduire que pour tout z ∈ C,

1

Γ(z)
=

1

2πi

∫
γα,r

u−zeu du

1


