ENS de Lyon TD 8 07/11/2011
Calcul différentiel

Exercice 1 Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-variétés ? Si oui, donner le plus
grand entier k tel que ce sont des sous-variétés C*.

1. l'ensemble {(x,y,2) € R} 2? + y? + 22 =9 et 2? + y? — 22 = 0}
2. la réunion des axes de coordonnées dans R?

3. l'ensemble {(z,y) € R? y = |z|}.

4. Pensemble {(t,t[t]),t € R} C R

Exercice 2 Soit n > 0 un entier. Montrer que les ensembles suivants sont des sous-
variétés C* de M, (R), et donner leur dimension : GL,(R), SL,(R), O,(R).

Exercice 3 Soit n > 0 un entier, et r < n. On note V, le sous-espace de M,,(R) formé
des matrices de rang exactement r.

1. Montrer que I'ensemble des matrices de rang > r est un ouvert de M, (R).

2. Soit M = (4 8) € Mu(R), avec A € GL,(R). Montrer que M est de rang r si et
seulement si on a D = CA™!B.

3. En déduire que V. est une sous-variété C*> de M,,(R) dont on donnera la dimension.
4. Montrer que si r > 0 I’ensemble des matrices de rang < r n’est pas une sous-variété.

Exercice 4 Soit E et F deux evn de dimension finie, et f : E — F une fonction C*.
Montrer que I' = {(x, f(x)),r € E} est une sous-variété C* de E x F.

Exercice 5 Montrer que les projecteurs de My(R) de rang exactement 1 forment une
sous-variété C> de Ma(R) dont on donnera la dimension.

Exercice 6 Soit E et I’ deux evn de dimension finie, U un ouvert de F, f une fonction
C* de U dans F. On suppose que f est une immersion en tout point, que f est injective et
que f est propre (c’est-a-dire que I'image réciproque d’un compact est compact). Montrer
que f(U) est une sous-variété C* de F'.

Le résultat reste-t-il vrai si on ne suppose pas f propre?

Exercice 7 Soit F, F', GG trois evn de dimension finie, U un ouvert de E et V' un ouvert
de F. Soit f : UxV — G une application C*, et soit (zq,vo) € U x V tel que f(xg,50) =0
et dp f(zo,40) €5t injective. Montrer que les conclusions du théoreme des fonctions implicites
sont vraies pour f.

Indication : on pourra montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel G de G, une fonc-
tion C* f:U' x V! — G, olt U’ est un voisinage de zq et V’/ un voisinage de yj, telle que
f(x,y) = 0 si et seulement si f(z,y) = 0 pour les (z,y) € U’ x V', et telle que degC0 20)
est inversible.



