ENS de Lyon TD 7 31/10/2011
Topologie et calcul différentiel

Calcul différentiel

Exercice 1
Déterminer si les applications suivantes sont des immersions et/ou des submersions :
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Pour le dernier exemple, trouver une fonction dont une ligne niveau est I'image de
cette immersion. Que se passe-t-il en (0,0)?

Exercice 2

Soit A une matrice de M, (C) et A une valeur propre simple de A. Montrer qu’il existe
une submersion lisse ¢ : Q@ — C, avec 2 voisinage ouvert de A telle ¢(B) soit une valeur
propre de B pour tout B.

Exercice 3

Soit U un ouvert de R™ et f : U — R™ une fonction C* qui est une immersion. Montrer
que pour tout x de U, il existe un voisinage V' de x tel que f(V') est une sous-variété de
R™. Est-ce que f(V') est une sous-variété de R™?

Topologie

Exercice 4
Soient E un espace de Banach, F' et G des evn.

1. Montrer qu’'une limite simple d’applications linéaires continues de E vers F' est une
application linéaire continue.

2. Soit B : E X F' — (G une application bilinéaire dont les applications partielles sont
continues. Montrer que B est continue.



Exercice 5
Soient w € C%[a,b],R) continue. Pour tout n € N, on considere des réels (\;,)o<i<n
et des points de [a,b] deux a deux distincts (z;,)o<i<n-

Pour f € C°[a,b],R) on note I,(f) = Y i g Ninf(zin) et B (f) = fabf(x)w(x)dx -

I(f).

1.

2.

Montrer que Papplication E, : C°([a,b], R) — R est linéaire continue (pour la norme
sup sur C%([a, b], R)) et vérifie :
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Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes (Théoreme de Polya) :
- Vf € C%[a,b],R) limy, . E,(f) =0
- VP e R[X]lim, 40 B, (P)=0et IM >0Vn e N Y [Ny <M

Exercice 6

Soit f : Ry — R une fonction continue, telle que pour tout z € R.g, la suite
(f(nx))nen., tend vers 0 quand n tend vers +o0o. Montrer que f(z) tend vers 0 quand x
tend vers +o0.

Exercice 7 [Théoréme de Corominas, ou de Sunyer y Balaguer|
Soit I un intervalle ouvert de R, et f : I — R une fonction C*°. On supose : V& €

I,dn

€ N, f™(z) = 0. On se propose de montrer : In € N,Vx € I, (" (x) = 0 (autrement

dit, f est une fonction polynomiale). On dit que x € [ est polynomial §’il existe un
voisinage de x dans I sur lequel f coincide avec un polynome.

1.

Soit J C I un intervalle tel que tout x de J est polynomial. Montrer que f coincide
avec un polynome sur J.

. Soit F, I'ensemble des points = de I tels que f(™(z) = 0. Montrer que F, est un

fermé de 1.

Soit Z I’ensemble des points de I qui ne sont pas polynomiaux. Montrer que Z est
un fermé de I sans point isolé.

Soit Z,, = ZNF,. On suppose que Z est non vide. Montrer qu’il existe un intervalle
ouvert U de I et un entier ng tels que ZNU £ 0 et ZNU C Z,,.

5. Montrer que pour tout z € Z N U, pour tout n > ng, on a f™ (x) = 0.

6. Soit z € (I'\ Z) NU. Montrer qu’il existe a et b tels que |a, b[ est un voisinage de x

contenu dans (I \ Z) NU et que a ou b est dans Z N U. En déduire que f coincide
sur Ja, b[ avec un polynéme de degré < ny.

En déduire que f coincide avec un polynome de degré < ng sur U, puis que Z est
vide, et conclure.



