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Exercice 1 (Produit scalaire) Soit f, g ∈ C1PM([−1, 1];C), on rappelle la formule
du produit scalaire 〈f, g〉 =

∫ +1

−1 f(x)g(x)dx. Calculez le produit scalaire des fonctions
suivantes :

1. f(x) = cos(5πx) et g(x) = 1 ;

2. f(x) = cos(πx) et g(x) = cos(3πx) ;

3. f(x) = cos(kπx) et g(x) = cos(lπx), (k, l ∈ N) ;
4. f(x) = sin(kπx) et g(x) = sin(lπx), (k, l ∈ N\{0}) ;
5. f(x) = ei2πx et g(x) = e−i5πx ;

6. f(x) = ei7πx et g(x) = ei7πx ;

7. f(x) = eikπx et g(x) = eilπx, (k, l ∈ Z) .

Exercice 2 (Série de Fourier) Déterminer la série de Fourier sous forme réelle des
fonctions suivantes, définies sur [−π, π], par

1. f(x) = x,

2. f(x) = |x|,

3. f(x) =


−1, pour − π ≤ x < 0,

1, pour 0 < x ≤ π,

0, pour x = 0,

4. f(x) =

{
0, pour − π ≤ x < 0,

x, pour 0 ≤ x ≤ π,

5. f(x) =


π + x pour − π < x < 0,

x, pour 0 < x ≤ π,

0, pour x = 0,

6. f(x) =

−
π + x

2
, pour − π ≤ x < 0,

π − x
2

, pour 0 ≤ x ≤ π,

7. f(x) =

{
2x, pour − π ≤ x < 0,

x, pour 0 ≤ x ≤ π.

Déterminer sous forme réelle et sous forme complexe la série de Fourier des fonctions
suivantes. Donnez le domaine sur lequel f est égale à sa série de Fourier.
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1. f(x) =

{
0, pour − π ≤ x ≤ 0,

sinx, pour 0 ≤ x ≤ π,

2. f(x) = x2, pour −π ≤ x ≤ π.

Exercice 3 (Base orthonormée ?) Dans l’espace C1PM([−π,+π];R), on considère les
fonctions

ϕn(x) =
sinnx√

π
(où n = 1, 2, 3, . . .)

1. Montrer que ces fonctions forment un système orthonormé de l’espace C1PM([−π,+π];R)
2. Calculer les composantes de la fonction f(x) = sin(x + α) dans ce système ortho-

normé.
3. En déduire que ce système orthonormé n’est pas complet.

Exercice 4 (Orthonormalisation) Dans l’espace C1PM([−π,+π];R), on considère les
polynômes

f0(x) = a00, f1(x) = a10 + a11x, f2(x) = a20 + a21x+ a22x
2

Déterminer les coefficients a00, a10, a11, a20, a21, a22 de manière à ce que ces fonctions
soient orthonormés.

Exercice 5 (Classique) Dans l’espace C1PM([−π,+π];R), calculer les composantes de
la fonction f(x) = |x| dans le système orthonormé complet

ϕk(x) =
1√
2π
eikx (où k = 0,±1,±2,±3, . . .).

1. Ecrire le développement en série de la fonction f dans ce système orthonormé com-
plet (forme complexe de la série de Fourier).

2. En déduire le développement de f en série des fonctions cos kx et sin kx (forme
réelle de la série de Fourier).

3. Ecrire l’égalité de Parseval.

Exercice 6 (applications) Déterminer les solutions 2π périodiques de l’équation diffé-
rentielle

u′′(x) + eixu(x) = 0.
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