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Fonctions d’une variable complexe

Exercice 1 (C-dérivabilité) Parmi les fonctions suivantes de la variable complexe z =
x + 1y, déterminer quelles sont les fonctions holomorphes et préciser le domaine ot elles
sont holomorphes.

z

1. f(z) = i

2. flz) = z|z*;

3. f(2) =2 +iy?,

b = i
5. f(z) = e¥e™;

6. f(2)=eYe™;

7. f(z) = In(z — 1)

Exercice 2 (Calcul d’intégrales I) Calculer les inégrales complexes suivantes. Com-
mencez toujours par un dessin !

1. /z2dz ou
c

a) C est la portion de parabole z = t* +it, ou t € [—1,1] ;
b) C est le segment de droite allant du point 1 — i au point 1 + 1.

2. /(y—x—3ix2)dz ot
c

a) C est la portion de parabole z = t? + it ou t € [0,1];
b) C est constitué d’un segment de droite allant du point z = 0 au point z = i, et

d’un segment de droite allant du point z =i au point z =1+ 1.

dz
3. / ﬁ oun € N et C est le cercle |z — zo| = R parcouru une fois dans le sens
c (2= 2)"

trigonométrique positif.

4. /Edz ot C est le cercle |z| = R parcouru une fois dans le sens trigonométrique
c

positif.



5. Soit .
f(z) =Vz=l|zle" =,

ou —m < arg z < +m, la branche principale de la racine carrée de z. Calculer

["intégrale
JRCLE
c

a) C est le cercle |z| = R parcouru une fois dans le sens trigonométrique positif ;

ol

b) C est le chemin fermé constitué comme suit :
— le segment allant du point 1 au point 4 de l’azxe réel;
~ le quart de cercle |z| =4 on 0 < arg 2 < T
— le segment allant du point 4i au point i de ’axe imaginaire ;
— le quart de cercle |z| =1 ou 0 < arg z < 5.

Exercice 3 (Séries de Taylor/Laurent) Développer les fonctions suivantes en séries
de Taylor et de Laurent.

1. Soient ] 1
f(z) = et 9(2)2<

1—=2 1—2)%

a) Déterminer les développements en série de Taylor et de Laurent des fonctions
f(2) et g(2) autour du point zy = 0, et préciser leur domaine de validité.

b) Déterminer les développements en série de Taylor et de Laurent de la fonction

f(2) autour du point zg = —1 et préciser leur domaine de validité.
2. Soit ]
J) = 22 —3z+2

a) Déterminer les développements en série de Taylor et de Laurent de cette fonction
autour du point zg = 0. Préciser le domaine de validité de ces développements.

/C 1(2) dz,

ou C' est le cercle défini par |z| = 3/2 parcouru une fois dans le sens trigo-

nométrique positif.
JRCLS
c

ou C' est le cercle défini par |z| = 3 parcouru une fois dans le sens trigono-
métrique positif.

b) En déduire la valeur des intégrales

0.



3. Développer les fonctions suivantes en série de Laurent autour de la singularité in-
solée zy = 0, préciser le domaine de ces développements; déterminer le type de
singularité en zog = 0 et la valeur du résidu en zg =0 :

. COS Z
1. ;
z

g 1
u. zcos| — | ;
z

1 .
23(1—22)’
e —1
. ;

z
1 —e?

4

110

V.

4. Déterminer le développement en série de Laurent de la fonction

1

f(2)2m7

autour du point zo = 0. Préciser le domaine de validité de ce développement.

5. Déterminer le développement en série de Taylor et de Laurent de la fonction

1
)= ————
/() 22+iz+2
autour du point zg = —i. Préciser le domaine de validité de ce développement.

Exercice 4 (Calcul d’intégrales II) Calculer les intégrales suivantes. Avec toujours
un dessin pour commencer, comprenant le contour et les singularités.

1. Soient Cy et Cy les cercles définis respectivement par |z| = 2 et |z —i| = 2 parcourus
une fois dans le sens trigonométrique positif. Soit a € R, calculer les intégrales
suivantes.

z
i. ———dz;
/01 2241

B 6CLZ
1. —dz;

VA
222 -2
Ldz-

o
iv/ 7sz;
Cy 7 T 13

1z2—1—2z—|—2

Co
C

dz ;



. e
Ui, -dz ;
c, 2 — 4

2. Calculer l'intégrale

€7r/2z
/ _ dz
c(z+i)(z2+1)

ou C' est le cercle, parcouru une fois dans le sens trigonométrique positif, défini par

a) |z —2i| =2;
b) |z + 2| =2;
c) |z| = 2.

3. Calculer les intégrales
2
z
i. ——dz;
/C1 222 Hiz 1

/

6\/52

2
Cs ?

1 /02 23+ 1
=

3 d
vl /03244—1 2z

ou C1,Cy et Cs sont les chemins fermés simples parcourus dans le sens trigonomé-
trique positif, ou C, est le rectangle de sommets 2, —2,2 + 3i et —2 + 3i; Cy est le
cercle |z| =2 et Cy est le carré de sommets 0,4, —1 +1i et —1.

<

Exercice 5 (Calcul d’intégrales généralisées) Calculer les intégrales généralisées sui-
vantes en utilisant la formule des résidus. Faire a chaque fois un dessin du contour choisi
et des singularités.

. /+oo dx ‘ /-‘roo dl‘
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