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Exercice 1 Construire par développement en série de Taylor autour de x0 = 0, la solution
générale de l’équation différentielle :
a) y′′ + y = 0 ;
b) (1− x2)y′′ − 4xy′ − 2y = 0 ;
c) (1 + x2)y′′ − 4xy′ + 6y = 0 ;

d)
(
1− x2

2

)
y′′ + 4xy′ − 10y = 0

.

Exercice 2 On considère l’équation différentielle

(x2 − 1)y′′ + 2xy′ − λy = 0.

a) Montrer que les coefficients ck des solutions y(x) =
∑∞

k=0 ckx
k satisfont à la relation

de récurrence
ck+2 =

k(k + 1)− λ
(k + 2)(k + 1)

ck

avec k ∈ N.
b) i) Montrer que pour c1 = 0 et λ = n(n + 1), n ∈ 2N, la solution se réduit à un

polynôme de degré n.
ii) Sous ces conditions, écrire les polynômes Pn(x), de degré 0, 2 et 4, tels que Pn(1) =

1 (avec n = 0, 2, 4).
c) i) Montrer que pour c0 = 0 et λ = n(n + 1), n ∈ 2N + 1, la solution se réduit à un

polynôme de degré n.
ii) Sous ces conditions, écrire les polynômes Pn(x), de degré 1, 3 et 5, tels que Pn(1) =

1 (avec n = 1, 3, 5).

Exercice 3 On considère l’équation différentielle

xy′′ + (1− x)y′ − λy = 0.

1. Montrer que les coefficients ck des solutions y(x) =
∑∞

k=0 satisfont à la relation de
récurrence

ck+2 =
k + λ

(k + 1)2
ck

avec k ∈ N.
2. i) Montrer que pour λ = −n, n ∈ N, la solution se réduit à un polynôme de degré

n.
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ii) Sous ces conditions, écrire les polynômes Ln(x), de degré 0, 1, 2, 3 et 4, tels que
Ln(0) = n! (avec n = 0, 1, 2, 3, 4).

Exercice 4 On considère l’équation différentielle

(1− x2)y′′ − xy′ + a2y = 0

où a ∈ N et y : [−1, 1]→ R.

1. Déterminer la relation de récurrence satisfaite par les ck des solutions y(x) dévelop-
pables en série de Taylor autour de x0 = 0.

2. On fait le choix c0 = 0 lorsque a est impair et c1 = 0 lorsque a est pair. En déduire
que la solution y qui correspond à ce choix est un polynôme dont on indiquera le
degré et la parité.

3. Déterminer le polynôme dans le cas a = 3.
4. Montrer que y(x) = cos(γ arccosx), pour γ ≥ 0 est solution de l’équation différen-

tielle avec une valeur de γ que l’on déterminera.

Exercice 5 On considère l’équation différentielle

y′′ + 2xy′ + 2y = 0.

1. Obtenir la relation de récurrence qui régit les coefficients ck des solutions y(x) dé-
veloppables en série de Taylor autour de x0 = 0.

2. i) Construire les solutions développables en série de Taylor autour de x0 = 0.
ii) Parmi ces solutions, déterminer celle qui satisfait aux conditions initiales{

y(0) = 1

y′(0) = 0.
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