ENS de Lyon TD 4 17-18/10/2011
Topologie-Calcul Différentiel

Calcul différentiel

Exercice 1 Calcul.
1. Calculer la différentielle d’une application constante, linéaire et quadratique.

2. Soit f : R? — RR? différentiable. Montrer que les fonctions suivantes sont différentiables
et déterminer leur différentielle :

3. soit f:R™ — R™ et g : R™ — R? toutes deux C*. Soit x € R"™ montrer que si pour
tout i < k, d; f = 0 alors djgof = 0. Que dire si pour tout i <k, df,,g =07

4. Soit A € M, ,(R), fa(t) = 4. Montrer que f4(t) = Aet! = !4 A.

5. Montrer que ¥t € VA € M, ,(R) det(e!?) = efTrace(4),

Exercice 2 Soit f fonction de R? — R, soit a € R? on suppose que 86_:1{1
en a et que de plus 2L existe et est continue sur un voisinage de a. Montrer que f est

. ; Ox2
différentiable en a.

et g—f existent
2

Exercice 3 Formule d’Euler Soit F, F' deux espaces de Banach de dimension finie, soit
[ E — F , différentiable sur E telle que : Vo € E, V¥t € R f(tz) = t" f(x) Montrer que
df.(x) = nf(x). Montrer que pour n = 2 et si de plus f est C? alors f est quadratique.

Exercice 4 On se place dans M,,(R). Montrer qu’il existe un voisinage U de Id tel que :
1. Pour A € U, il existe un unique B € M, (R) tel que A = B?. On note B = v/A.

U — M, (R
2. I'application 1 : {A - \/Z< ) est C1. Est-elle C*°?
H

Exercice 5 Soit E l'espace des polynomes de [0, 1] dans R, de degré au plus 47, muni
de la norme de la convergence uniforme. Soit ¢ : R — R de classe C'. Montrer que
I’application suivante est différentiable :

D E= Rl
{f — Lo f(a))dr

L’application ® est-elle de classe C1?
Que peut on dire si on remplace E par 1 'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni
de la norme de la convergence uniforme ?



Exercice 6 Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de R et prenant ses
valeurs dans un evn E. Soit a € I. On suppose que [ est dérivable sur I, et que f”(a)
existe. Montrer que la fonction g définie sur I x [ par :

fy)—f(=)

o= {2 1

est différentiable au point (a,a) et que dgaq (h, k) = 2 f"(a).

Exercice 7 Soit £ = C'([0,1],R"). Pour f € E on définit ||f|| = sup|f| + sup|f’|.
Montrer que ||.|| est une norme sur E et que (F,||.||) est complet.

Exercice 8 Soit E un espace de banach de dimension finie, et B, la boule fermé de centre
0 et de rayon 7.

1. Soit f : B, — E, b contractante avec b < 1 et tel que |f(0)] < (1 —b). Montrer que
f admet un unique point fixe. Notons le x;.
2. soit g : B, — F tel que ||g — || < ¢, on suppose que g admet un point fixe x5
montrer que |y — 11| < 5.
Exercice 9 Soit K : [a,b]?> — R continue, tel que ||K || < C. On fixe une fonction f de
la,b] — R continue et r < ﬁ Montrer qu’il existe une unique fonction g continue tel

que g(z) = f(z) +r [0 K(y,2)9(y)dy.

Exercice 10 Soit f de R — R dérivable. On suppose que f' > ¢ > 0 et que f(z +1) =
f(x)+n. Montrer qu’il existe une fonction continue o : R — R vérifiant a(x+1) = a(z)+1
et tel que :

fla(z)) = a(nz).
indication : Introduire inverse de f et chercher a appliquer un théroréme du point

fize.

Exercice 11 Différentielle de ’exponentielle de matrice

M, (R M, (R
1. Déterminer la différentiabilité en 0 de I'application exp : {A al A) = Mon(R)
— e

2. Soit X(t) un chemin de matrices O et f(t,s) = e*X®. Calculer la dérivée de
gi(s) = e™XWEL (¢ 5). En déduire que (¢, 1) = [ eI"XO X' ()X O du.
3. Monter que da(exp)(H) = fol e=WA [ euAdu,

4. Soit § V'espace vectoriel des matrices symétriques et U 'ensemble des matrices
symétriques définies positives.

5. Montrer que U est un ouvert de S.



6.

7.

Montrer que pour A € U, il existe un unique B € U tel que A = B2 On note
B = VA
u—u

Montrer que ) : {A i est différentiable.
—

Exercice 12 Fonctionnelles quadratiques Soit F un espace vectoriel normé de di-
mension finie.

EF—R

Soit J : , avec B est une forme bilinéaire symétrique continue

r — iB(z,z) — L(z)

et L une forme linéaire continue.

1.
2.

Quelle équation vérifient les points critiques de J 7?7
Montrer que si E est un espace de Hilbert et que si il existe a > 0 tel que B(u,u) >
a||ul?, alors la fonctionnelle J admet un unique minimum.

Indication : Soit x,, une suite telle que lim, ., J(x,) = infg J. En utilisant le fait
que 3 B(xn — Ty, Ty — &) = 2(J (2) 4+ J (2,)) — 4T (22522 ) montrer que cette suite
est de Cauchy.

Montrer que si E est de dimension finie et que si limy|—o J(z) = 400, alors J
admet un unique minimum.

Moindres carrés

Soient n points du plan (z;,y;) avec des x; qui ne soient pas tous égaux entre eux.
Montrer qu'il existe un unique (A, u) € R? tel que > | (Ax; + o — y;)? soit minimal.
La droite d’équation y = Ax + p est appelé droite des moindres carrés.

Soient x1,xs, ... T, tels que n + 1 d’entre eux soient 2 a 2 distincts.

R,[X] =R

P — 3 (P(xi) = yi)?

Montrer que la fonction f : { admet un unique maximum.

Exercice 13 Extremas liés : cas d’une contrainte linéaire Soit £ un espace de
Banach de dimension finie.

Soit (fi,..., f,) une famille libre de formes linéaires continues et ¢ : £ — R une
fonction C*.

1.

On suppose qu’il existe zq tel que

9(xo) nf g(x).

= i
Hi(@)=fa(2)=..=fp(z)=0

Y

Montrer qu’il existe Ai,..., A, € R tels que :
p
Dg(zo) = Z Aifi
i=1

Note : les \; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.



2. On suppose qu’il existe zq tel que

o) = inf x).
g( 0) f1(x)go,fz(x)gﬂ...,fp(x)gog( )
Soit I = {1 <i <gq|fi(x) = 0}.
Montrer qu’il existe \;,7 € I tels que :

0) = Z Aifi

el

Montrer que de plus A; > 0.
Note : les \; sont appelés les multiplicateurs de Kuhn-Tucker.

Co([0, 1,1 loe) — R

v [Mia(t), 2 (), E)t avec |

Exercice 14 Equations d’Euler-Lagrange Soit F : {

de classe C.

1. Montrer que f est C! et sa différentielle est :
= Jy RO (t), 2 (1), 1) + B (6) 2ol (w(1), 2/(¢), )t
2. Soit F continue sur un [a, b] telle que pour & C! nulle aux bords, ff F(z)W(z)dz = 0.
Montrer que F' est constante.
3. Soit x un point critique de F.
Montrer que ¢ — 251(x(t), 2/ (t),t) est de classe C'. (On pourra introduire la primi-

tive de t — 2L(z(t),2/(t),t))

Montrer que :

d ol ) ol / _
3 5.7 (@), 7' (),1) + o= (@ (1), (8), 1) = 0

4. On choisit I(z,2',t) = 2"? — x.
Etudier les minima de F.



